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VESTIBULAR UFPR 2009 (22 FASE) — PROVA DE MATEMATICA

“Estamos diante de um exemplo de prova!”
A afirmacgdo acima, feita pelo prof. Adilson, sintetiza a nossa impressao sobre a prova.

Mais uma vez o Departamento de Matematica da UFPR superou as limitagbes técnicas da prova
como tempo e quantidade de questées com uma prova de qualidade, bem distribuida, enunciados
impecaveis e que, com certeza, vai premiar os alunos que estudaram com seriedade.

Nesse momento, juntamos nossa satisfacdo com as dos alunos com 0s quais ja conversamos.
Temos a certeza de que a prova de matematica constituira um elemento precioso para sua aprovagao.

Na sequéncia, colocamos a relagcado dos assuntos abordados que, na sua diversidade, consolidam
as observagdes acima, além do mérito de questdes cuja resolugcao admitia mais de um método, o que
também qualifica uma prova com a fungéo de aferir conhecimento.

Parabéns a Comisséo!

Segue abaixo a distribuicdo dos assuntos:

Questio 01:

Teorema de Pitagoras
Lei dos cosenos
Relacao fundamental

Questao 02:
Lei de formacgéao de uma fungao
Funcao quadratica
Maximo da funcao
Questao 03:
Funcao racional
Tendéncia (idéia)
Questao 04:

Soma dos termos da P.A.
Termo geral da P.A.

Questao 05:

Ponto médio de segmento (plano cartesiano)
Equacao reduzida da circunferéncia
Intersecgéo da circunferéncia com eixos
coordenados

Questao 06:
Funcao exponencial
Analise de grafico
Logaritmo (definicao)
Questao 07:
Probabilidades (condicional)
Questao 08:

Volume do cilindro
Area total do cilindro
Volume do cubo

Questao 09:
Numeros complexos (poténcia e conjugado)
Polindbmios (teorema da decomposicao)
Equacdes algébricas (relacoes de Girard)
Bindbmio de Newton

Questao 10:
Sistemas de equacgdes lineares (resolugao)

MATEMATICA




PROVA COMENTADA E RESOLVIDA J’g

PELOS PROFESSORES DO CURSO POSITIVO POSITIVO

VESTIBULAR UFPR 2009 22 FASE Prepars melhor. Aprova mais.

01 - A figura ao lado mostra um quadrado ABCD no qual os segmentos BC e EC medem 4 cm e 1 cm, respectivamente.
D Cc

RESOLUCAO E
a) Calcule o perimetro do tridngulo de vértices A, E e C.
Teorema de Pitagoras no triangulo ABE:
(AE)? = (AB)? + (BE)?
(AE)? = 42 4+ 32 "
(AE)? = 25
AE=5cm
Diagonal AC do quadrado ABCD:
AC = 4+/2 cm
Perimetro do triangulo AEC:
2p = AE + CE + AC
2p=5+1+ 42
2p=6+ 42
2p=2.(3+2ﬁ)cm

b) Calcule o seno e o cosseno do angulo o.
Lei dos Cossenos no triangulo ACE
(CE)? = (AC)? + (AE)®>— 2. AC . AE . coso.
12:(4\/5)2+52—2.4\E.50030c
4042 . coso = 56

cosq o 56 _ 7 2
4042 542 42
72

CosOL = ———
10

Relacao fundamental da Trigonometria:
sen?o. + cos?o. = 1

2
> (742
sen‘o+|——| =1
10
sen2a+ﬁ=1
100
sen2o, = — >

100

+/2

seno=——
10

T 2
O<a<——senoa>0—-seno=——
4 10
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02 - Para atrair novos clientes, um supermercado decidiu fazer uma promogdo reduzindo o prego do leite. O gerente
desse estabelecimento estima que, para cada R$ 0,01 de desconto no prego do litro, sera possivel vender 25 litros de
leite a mais que em um dia sem promogao. Sabendo que, em um dia sem promogao, esse supermercado vende 2600
litros de leite ao prego de R$ 1,60 por litro:

RESOLUCAO

a) qual é o valor arrecadado por esse supermercado com a venda de leite em um dia sem promogao?
O valor arrecadado, V, é obtido pela multiplicagédo da quantidade de litros de leite vendida pelo prego de

cada litro:
V=2600.1,60
V =4160,00

O valor arrecadado é igual a R$ 4.160,00.

b) qual sera o valor arrecadado por esse supermercado com a venda de leite em um dia, se cada litro for
vendido por R$ 1,407
O preco do litro de leite, sem promocao, € igual R$ 1,60. Se para cada centavo de desconto a quantidade
vendida aumenta em 25 litros, entdo o valor arrecadado V, em reais, € uma funcao do desconto x, em
reais, dado por:

V(x) = (2600 + 25 . x . 100) . (1,60 — X)
V(x) = —2500x%> + 1400x + 4160, com 0 < X < 1,60

Se cada litro é vendido a R$ 1,40, o desconto é igual a R$ 1,60 — R$ 1,40 = R$ 0,20. Assim, o valor
arrecadado é igual a:

V(0,20) = —2500 . (0,20)? + 1400 . 0,20 + 4160
V(0,20) =—100 + 280 + 4160
V(0,20) = 4340
O valor arrecadado é igual a R$ 4.340,00.
c) qual é o prego do litro de leite que fornece a esse supermercado o maior valor arrecadado possivel?
De quanto é esse valor arrecadado?
O valor arrecadado V(x) € maximo quando x é a abscissa do vértice da parabola que representa
graficamente a funcao quadratica. Logo:

__b

V' 2a
1400 7
Xv = = —
2.(-2500) 25

X, =0,28

O valor arrecadado é maximo quando o desconto por litro de leite é igual a R$ 0,28, ou seja, o prego de
venda de cada litro € igual a R$ 1,32.

Substituindo x = 0,28 na func¢ao, obtemos o valor arrecadado maximo:
V(0,28) = —2500 . (0,28)2 + 1400 . 0,28 + 4160
V(0,28) =—196 + 392 + 4160
V(0,28) = 4356

Portanto, o valor arrecadado maximo é igual a R$ 4.356,00.
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03 - Uma fabrica de produtos quimicos possui um sistema de filtragem do ar que é ligado automaticamente toda vez que
a quantidade de poluentes no ar atinge certo nivel previamente estabelecido. Sabe-se que a quantidade Q(t) de
poluentes no ar dessa fabrica, depois de ligado o sistema de filtragem, é dada em fungao do tempo pela expressao:

Q) = 10t + 750
t+15
sendo a quantidade Q(t) medida em particulas por litro de ar e o tempo t em minutos.

RESOLUCAO
a) Qual a quantidade de poluentes existente no ar no instante inicial t = 0 em que o sistema de filtragem foi
acionado? Em quinze minutos depois da filtragem ter sido iniciada?
Parat =0, temos:
10.0+750 750
AO="3"5 "5
Logo, no instante inicial, existem 50 particulas por litro de ar.

Parat =15, temos:
10.15+750 900
Q(15) = = =
15+15 30
Assim, apds 15 minutos, existem 30 particulas por litro de ar.

b) Esse sistema de filtragem esta programado para desligar automaticamente no momento em que a
quantidade de poluentes no ar atingir 12 particulas por litro de ar. Quantas horas esse sistema de
filtragem precisa funcionar até atingir o ponto de desligamento automatico?

Fazendo Q(t) = 12, temos:
o 10t+ 750
t+15
12t + 180 = 10t + 750
2t =570
t = 285 minutos
Dividindo por 60, obtemos o tempo em horas:
285 _ 4,75h
60
Apo6s 4,75 horas o sistema sera desligado automaticamente.

=50

30

c) Encontre constantes a, b, ¢ tais que Q(t) =a+ t+bc examinando essa expressao, justifique a seguinte

afirmacao: o sistema de filtragem dessa fabrica ndo é capaz de reduzir a quantidade de poluentes no ar
para valores abaixo de 10 particulas por litro de ar.
Q) = 10t+750
t+15
_10t+150+600
- t+15
_10.(t+15)+600
- t+15
600
t+15
Comparando com a expressao apresentada, concluimos que a=10,b =600 e c = 15.

Q(t)

Q(t)

Q(t) =10+

4 MATEMATICA
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Justificativa da afirmacéo:

., ~ . . 600 , " ~
A variavel t assume apenas valores ndo negativos. A expressao 215 € positiva para qualquer t ndo

negativo. Logo, a quantidade de particulas por litro de ar ndo pode ser menor que 10:
t>0
t+15>0
1
t+15
600
t+15

10 +—600 >10
t+15

Q(t) > 10

>0

>0

5 . ~ o0 , . . , ~
A medida que o valor de t aumenta, a expressao 5 diminui, de modo que podemos torna-la tao

pequena quanto queiramos, atribuindo valores suficientemente grandes para t. A concluséao é de, a
. 60

medida que t aumenta, "
+

0 - . ] .
: tende a zero. Portanto, o valor limite da quantidade de particulas por litro de

ar éigual a 10.
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04 - Considere a seguinte tabela de nimeros naturais. Observe a regra de formagao
das linhas e considere que as linhas seguintes sejam obtidas seguindo a

mesma regra.
6 7

4
5

6 78 9 10
7 8 9 10 11 12 13

L= 2T & B R L ]

RESOLUCAO

a) Qual é a soma dos elementos da décima linha dessa tabela?

As quantidades de elementos de cada linha formam uma progresséo aritmética cujo primeiro termo é
iguala 1 (Q, = 1) e cuja razéo éigual a 2 (R = 2). Logo, a quantidade de elementos da 102 linha é dada

por:
Qp=Q;+9R
Q=1+9.2
Q=19

Cada uma das linhas forma uma progressao aritmética cuja razédo é 1 (r=1). A 102 linha se inicia com o
numero 10 e possui 19 termos, entéo o ultimo termo dessa linha é dado por:

ajg=a; +18r
a;g=10+18.1
aq9=28
Para encontrarmos a soma dos elementos da linha 10, 810, basta fazer:

&O=F°;2?)19

Syp=19.19=19
Sy, =361
b) Use a formula da soma dos termos de uma progressao aritmética para mostrar que a soma dos
elementos da linha n dessa tabela € S, = (2n — 1)
A quantidade de elementos da linha n, € dada por:
Q,=Q;+(n-1).R
Sabemos que Q, =1 e R =2, entéo:
Q,=1+(n-1).2
Q,=2n-1
AlinhanéumaP. A.emque a, =n, r=1 e a quantidade de termos é igual a 2n — 1.
Logo, o ultimo termo é dado por:
ay=a;+(N-1).r
ay=n+[2n-1)-1].1

ay=3n-2

Desta forma, a soma dos elementos da linha n é dada por:
Sn={”+«z“%”}42n—1)
S,=(@n-1).(2n-1)
S, =(2n—1)?
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05 - Sao dados os pontos A =(0,0) e B=(6,8) no plano cartesiano Oxy.

RESOLUCAO

a) Escreva a equacéo reduzida da circunferéncia a que tem centro no ponto médio do segmento AB e
contém os pontos A e B.

Observe a figura:
y

B (6,8)

A (0,0)

O ponto C é centro da circunferéncia e ponto médio do segmento de extremidades A e B.
Logo:
_Xpat+Xg 0+6

X 3
c 2 2
Yatyg O0+8
= = :4
Ye 2 2

O raio tem medida igual a 5, pois AC = 5.
A equacéo reduzida da circunferéncia é dada por:
(x—3)% + (y—4)>=5°
b) Encontre as coordenadas do ponto P, distinto de A, no qual a circunferéncia o intercepta o eixo y.
Substituindo x = 0 na equacgéo da circunferéncia, temos:
(0-3)*+(y-4)*=5°
9+ (y—4)2=25
(y—4)° =16
y—4=40uy—-4=0
y=8 ouy =0 (nao convém)
Portanto, P(0,8).
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06 - O grafico ao lado corresponde a uma fungao exponencial da forma
f(x} s 23x+b
sendo a e b constantes e x e IR.

RESOLUCAO

a) Calcule os valores a e b da expressao de f(x) que correspondem a esse grafico.

Para x = 0, temos f(0) = 1/2, entao:
1

foy=22" =]
(0) = =5
2 = o

b=—1

Para x = 4, temos f(4) = 2, entao:
f(4) - 28.4+(—1) — 2

248—1:21
4a—1=1
1
a=—
2

b) Calcule o valor de x para o qual se tem f(x) = 1.

0=1X—1
2

X=2
c¢) Dado k > 0 qualquer, mostre que o ponto x = log, (4k2) satisfaz a equacéo f(x) = k.
f(x) =k
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07 - Na central de atendimento ao cliente de uma companhia telefénica, 60% dos funcionarios sao do sexo feminino.
Analisando os relatérios de desempenho de todos os funcionarios que trabalham nessa central (homens e
mulheres), chegou-se as seguintes conclusées:

i. 55% dos problemas relatados pelos clientes sao resolvidos na primeira ligagao, quando o cliente & atendido
por uma funcionaria (mulher).

iil. 60% dos problemas relatados pelos clientes sado resolvidos na primeira ligagdo, quando o cliente é atendido
por um funcionario (homem).

Quando se faz uma ligagao para essa central de atendimento, o sistema designa, ao acaso, um atendente que tentara
resolver o problema apresentado pelo cliente.

RESOLUCAO

a) Qual a probabilidade de esse atendente resolver o problema do cliente na primeira ligacao?
Considere as seguintes probabilidades:

e p(M) = 60%: a probabilidade de a ligacao ser atendida por uma mulher;
e p(H) = 40%: a probabilidade de a ligagao ser atendida por um homem;

e p(R/M) = 55%: a probabilidade de o problema relatado ser resolvido na 12 ligagao, quando o cliente é
atendido por uma mulher;

e p(R/H) = 60%: a probabilidade de o problema relatado ser resolvido na 12 ligacao, quando o cliente é
atendido por um homem.
Assim, temos:
P(R) =p(MeR) +p(H e R)
P(R) = p(M) . p(R/M) + p(H) . p(R/H)
p(R) = 60% . 55% + 40% . 60%
p(R) = 33% + 24%
p(R) = 57%
Logo, a probabilidade de o atendente resolver o problema do cliente na 12 ligacéo é igual a 57%.

b) Qual é a probabilidade de o atendente ter sido um homem, sabendo que o problema foi resolvido na
primeira ligagao?

p(H e R)
p(H/R) =————
p(R)
(HIR) = 24% 24 8
P " 57% 57 19

p(H/R) = 42,11%
Portanto, a probabilidade de o atendente ter sido um homem, sabendo que o problema foi resolvido na 12
ligacao é aproximadamente igual a 42,11%.
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08 - Um cilindro esta inscrito em um cubo, conforme sugere a figura ao lado. Sabe-se
que o volume do cubo é 256 cm®.

RESOLUCAO
a) Calcule o volume do cilindro.
V,, = nr’h
a)2
T .3
VCi = Z .a
T 256
4

Vci =
V =64n cm®

b) Calcule a area total do cilindro.
S; = 2nrh + 27r?
Sr=2nr.(h+r)
ST:2n.a.(a+a)

2 2
3n 2

S;=—a
T2

2 2 16 15 1
Mas a3:256—>(a3)3 :(28)3 S a’2=23 =23 23 -32%2 entio:
ST=32“.32§E

S; = 48r Y/2.cm?
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09 - Considere os nimeros complexos z=1+i e Z=1-i, sendo i=+-1 aunidade imaginaria.

RESOLUCAO

a) Escreva os ntimeros z° e z* na forma x + iy.
=(1+ i)

3—1 +3. 12 |+3 1.2+
22=14+3i-3-

22=—24+2i

Zb=(1-i?

' =[(1-1)?)?

74 = [12 2|+|]

74 = [2|]

Zt=(—2)2.

Z'=—4+0i

b) Sabendo que z, z e 2 sdo raizes do polindbmio P(x) = x2 + ax® + bx + ¢, calcule os valores de a, b e c.
Se z, z e 2 s&o raizes do polinémio P, e observando que o coeficiente do 32 grau é igual a 1, temos:

PX)=(x-2).(x-2).(x-2)

(
Px)=[x—-(1+i].[x-(1-0].(x-2)
H@=KX—U+H [(x=1)—1i].(x-2)
W@=KX 1)2-1%]. (x—2)

P(x) = [x —2x+2] (x—2)
P(x) = —4x° + 6x—4

Logo, X3 + ax® + bx +c=x2—4x% + 6x — 4 e, pela identidade de polinémios, concluimos que:
a=—4,b=6ec=-4

11 MATEMATICA
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10 - Encontre a solucédo do sistema linear abaixo, utilizando o processo de escalonamento ou o processo de substituicao
de variaveis:
-X + Yy + z + w = 1
X -y +z + w= 0
X +y -z + w = -1
X -y + z = 2
RESOLUCAO
Subtraindo a 42 equacgéo da 22 equacéo, temos:
w=-2
Adicionando a 12 e a 22 equacgdes, e substituindo w = — 2, temos:
2z + 2w =1
2z+2.(—2)=1
2z=5
, 5
2
Adicionando a 12 e a 32 equagdes, e substituindo w = — 2, temos:
2y +2w =0
2y+2.(-2)=0
2y =4
y=2

Substituindo os valores encontrados dey=2e z = 2 na 42 equacao, temos:

x—2+§:2
2
x:4—§
2
3
X=—
2

Portanto, s = §; 2 §; -2
2 2
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