Resolucao da Prova Objetiva de Matematica — IME
Realizacao: 07 de outubro de 2012

12 Questao:

As dimensdes dos lados de um paralelepipedo reto retangulo, em metros, valem a, b e c. Sabe-se que
a, b e ¢ sdo raizes da equacdo 6x° — 5x* + 2x — 3 = 0. Determine, em metros, o comprimento da

diagonal deste paralelepipedo.

N[ =

B)
B) 3

o) =

(A)

Resolucao:

(@a+b+c)P=a’+b’>+c®+2.(ab+ ac + be)

(5/6)° = D? + 2 . (2/6)

D? = 25/36 — 4/6

D? = 1/36

D=1/6

Resposta: *

Observacao: O enunciado concede, como hipétese, o fato de as raizes da
equagcdao corresponderem as medidas das dimensdbes de um
paralelepipedo reto retangulo. Entretanto, duas das trés raizes sao
numeros imaginarios conjugados, de modo que nao poderiam
corresponder as medidas das dimensdes de um paralelepipedo. A questao

apresenta inconsisténcia de informacoes.



22 Questao:

S&o dadas as matrizes quadradas inversiveis A, B e C, de ordem 3. Sabe-se que o determinante de C

vale (4 — x), onde x € um numero real, o determinante da matriz inversa de B vale —% e que

(001)

(CA"Y) = P'BP, onde P é uma matriz inversivel. Sabendo que A=| 3 x0 |, determine os possiveis valores
(100 )

de x.

Obs.: (M)' &€ a matriz transposta de M.

(A)—1e3 B)1e-3 (C)2e3 (D)1e3 (E)—2e-3

Resolucao:

(CAY) = P'BP

det[(CA")'] = det(P'BP)

det(CA") = det(P) . det(B) . det(P)
det(C) . det(A") = det(P™") . det(P) . det(B)
(4 —x) . det(A) = det(P" . P) . det(B)
(4=x) . (-x) = det(l) . (-3)

X? —4x = 1. (-3)

xX*—4x+3=0

x=1oux=3

Resposta: D



32 Questao:

Sao dados os pontos P, e P, distantes 1 cm entre si. A partir destes dois pontos sao obtidos os demais

pontos P, para todo n inteiro maior do que um, de forma que:
e osegmento P,Py_1) € 1 cm maior do que o segmento P, _1)Pn_2), €
e o segmento P,P_1 € perpendicular a PoP(,_1).
Determine o comprimento do segmento P Po,.
(A) 48 (B) 60 (C)70 (D) 80 (E) 90
Resolucao:
Se PoP, = dy € PP, = n, entdo (dn)® = (dn1)? + 0%
Atribuindo-se valores a n, tem-se:

(d2)? = (dy)? + 22

(da)® = (d2)® + 3°

(da)? = (da)® + 4

((3124)2 = (d23)2 +24°

Somando membro a membro todas as equagoes, tem-se:
(dog)? = (d1)2 + 22 + 3% + 4% + ... + 242
(dos)? =12+ 22 + 32+ 42 4 . 4+ 242

2 24 ,
(dy) =2 n
n=1

24

(d24)2 = Z(nz _n+n)

n=1

(€. = 2l =1+ 2
(dy, ) :2!.2[#}(”%%...&4)

2 (1+24).24

(@) =2 300422
n=2

Pelo teorema das colunas do tridngulo de Pascal, pode-se escrever:
(d,,) =2!.C3 +(25).12

(d24)2:2.1.2§§—2—;—'1—2—3—+300

(d,, )’ =4600+300

(d,, )’ =4900
d24 = 70
Resposta: C



42 Questao:

Seja arcsenx + arcseny +arcsenz=%. onde X, y e z s3o numeros reais pertencentes ao intervalo

: 100 100 , 100 9
[-1, 1]. Determineovalorde X +y — +2Z = mame ey

ey o

(A)-2 (B) -1 (Y (D) 1 (E)2
Resolucao:

Para todos os numeros reais X, y e z pertencentes ao intervalo [-1; 1], tem-

se:

3

T
——<arcsenx < —
2 2

3

V4
) < arcseny < —

[\

3

V1
——<arcsenz < —
2 2
Adicionando as trés desigualdades, tem-se:

T RY/2
- 7 < arcsenx+ arcseny < +arcseng < —

RY/4
Como arcsenx+ arcseny+arcsenz=7, ou Seja’ como a soma atinge 0

valor maximo, entao, necessariamente x =y = z = 1. Logo, substituindo-se

9
100 100 100
is valores na expressao X ty +2 5 — m-se:
tais valores na expressao x101+y101+Z101 , tem-se
9 9
100, 1100 , 1100 a7 _
P+ 1+ — 101 101 101 =3 =0
17 +17 +1 3

Resposta: C



52 Questao:

Em um aeroporto existem 12 vagas numeradas de 1 a 12, conforme a figura. Um piloto estacionou sua aeronave
em uma vaga que ndo se encontrava nas extremidades, isto é, distintas da vaga 1 e da vaga 12. Apés estacionar,
o piloto observou que exatamente 8 das 12 vagas estavam ocupadas, incluindo a vaga na qual sua aeronave

estacionou. Determine a probabilidade de que ambas as vagas vizinhas a sua aeronave estejam vazias.

1 2 3 10 11 12
e 5= o o - e
(A) 55 (B) 35 ©) 35 ©) 55 ) 55
Resolucao:

Sem perda de generalidade, vamos supor que a aeronave destacada
esteja estacionada na vaga 2. O numero de maneiras de se serem
ocupadas as demais vagas das outras 7 aeronaves € dada por C41 4 = 330.
Desta maneira, a quantidade que apresenta as vagas 1 e 3 vazias € dada
por Cg » = 36. Assim, a probabilidade € dada por 36/330 = 6/55.

Resposta: E



62 Questao:

As raizes cubicas da unidade, no conjunto dos niimeros complexos, sdo representadas por 1, w e w?,

onde w é um nimero complexo. O intervalo que contém o valor de (1 — w ) é:

(A) (~0,-30] (B) (-30.-10] (C) (-10, 10] (D) (10,30] (E) (30,)

Resolucao:

Sejaw =1.(cos 120° + i . sen 120°) uma das raizes da unidade, entéo:
1—-w=cos0°+i.sen0°—-cos 120°—i. sen 120°

1—w=(cos 0°—cos 120°) +i. (sen 0° —sen 120°)

0°-120° 0°+120° . 0° -120° 0°+120°
1-w=-2.5sen .sen +i.2.sen . COS

3., 48
S 2

l-w=—
2

1—w=\/§.(cos%+i.sen%j

Assim, tem-se:
(1-w) =(\3) . |:cos [6 : %jﬂ' . sen (6 : %H

(1-w)’ ==27
Logo, -27 € (-30; -10].

Resposta: B



72 Questao:

Uma piramide regular possui como base um dodecagono de aresta a. As faces laterais fazem um

angulo de 15° com o plano da base. Determine o volume desta piramide em funcao de a.
3 [z, 3 | [z [z 5 =
e e O I N ORARC=
2 J2-43 2 J2443 V2-43 V2+4/3 V3 +2
Resolucao:
Sendo r a medida do apdtema da base da piramide, utilizando razdes

trigonométricas, tem-se:

tg15°=i—>2—«/_=i—>r= a
2r 2r 2_i2_\/§i
Utilizando razdes trigonométricas no triangulo cuja hipotenusa € o

segmento correspondente a altura da face lateral, e cujos catetos

correspondem a altura da piramide e a apétema da base, tem-se:
g 15° =ﬁ—>2—\/7=ﬁ—>h=(2—«/§).reh=%
r r

Assim o volume da pirdmide é dado por:

vl [er,
3 2

V:i. 2+

NE)
2 243 .42-43

v=<.
2

Resposta: A



82 Questao:

Os triangulos ABC e DEF s&o equilateros com lados iguais a m. A area da figura FHCG é igual a
metade da area da figura ABHFG. Determine a equacéo da elipse de centro na origem e eixos formados
pelos segmentos FC e GH.

(A) 48x% + 36y> — y2m? =0
(B) 8x% + 16y>— Y3 m?=0
(C) 16X + 48y> —=3m? =0

(D)8x% + 24y’ —=m?=0

(E) 16x* = 24y* - m? =0

Resolucao:

Sendo x a medida do lado do triangulo equilatero GHC, tem-se:

2x2.\/§_l mz.\/g_z xz.\/g
T4 270 4 T4
p=

J6

A distancia CF corresponde a medida do dobro da altura de um triangulo
equilatero de lado x, ou seja:

cr=23_.5
2

m m

CF = =

V6 2

A medida GH é igual & medida do lado do triangulo equilatero GCH, ou
seja:

m
GH=x=—
G
A equacao da elipse é dada por:
x y

+ =1
_m_ _m_
[NE ] (NE J
8x° + 24y —m* =0
Resposta: D



92 Questao:

O valor de y = sen70° cos50° + sen260° cos280° &:

r 5 E 3
A |||3 B N3 C N D N~
Resolucao:
y= % . (sen 120° + sen 20° )+% . (sen 540° — sen 20°)

2y =s5en 120" +sen 20° + sen 540° — sen 20°

3
2y=>
Y 5
_3
Y=

Resposta: D



102 Questao:

A equacio da reta tangente a curva de equacio x* + 4y> — 100 = 0 no ponto P(8,3) é:
(A)2x+3y-25=0

B)x+y—-11=0

(C)3x—2y—-18 =0

(D)x+2y—-14 =0

(E)3x+2y-30=0

Resolucao:
O coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto considerado é
igual ao valor da derivada da fungao para x = 8, ou seja:

flx)=y==.4100-x"

L
2

. —-X
y=——*
2.4100—x?

Assim, tem-se:
Y—Yo=m. (X—Xp)

2
—3=-2 (x-8
y 3(x )

2x+3y—-25=0
Resposta: A



112 Questao:

Considere o polinémio 5x° — 3x*— 60x + 36 = 0. Sabendo que ele admite uma solucdo da forma Jn
onde n € um numero natural, pode se afirmar que:

(A)1sn<5 (B)6sn<10 (C) 10sn<15 (D) 15sn<20 (E) 20=sn<30

Resolucao:

Se umaraiz é Vn e os coeficientes sao inteiros, entao outra raiz ¢ — «/; )
Pela relacédo de Girard da soma, a outra raiz, representada por o, € dada
por:
3 3
Jn-vrnta=>a=3
5 5
Pela relacao de Girard do produto, tem-se:
3 36
Ji ()2 =230
()2 =-=
n=12
Logo, 10 <n < 15.

Resposta: C
122 Questao:

Se log2 = x e 10g3 =y, entdo logs18 vale:

(A) X+ 2y @) ) () 2X +y (D) X +2y (E) 3x+2y
. 1-x 1+ X 1+ X 1-x
Resolucao:
log 18_10g1018:10g10(2,32)_10g102+2.10g103_x+2y
5

log,, 5 logm(&j log,,10-log,,2  1-x

Resposta: A



ocorreram 6 + 5 + 5 + 4 = 20 matriculas, de modo que 20 nao € multiplo de
3, mas o maior numero multiplo de 3 e menor que 20 é igual a 18.
Portanto, 20 — 18 = 2 é o0 numero minimo de alunos matriculados em 4
disciplinas.

Resposta: C






