
COMENTÁRIO DA PROVA

Mais uma vez a prova de Matemática do ITA apresentou intensa relação entre os conteúdos, de
modo que a maior parte das 30 questões apresentou mais de um assunto.

A quantidade elevada de questões possibilitou, inclusive, que nenhum tópico do Ensino médio
deixasse de ser relacionado. Isto, sem dúvida alguma, contribui para uma melhor qualidade da prova.

A principal característica da prova foi o excesso de cálculos e relações matemáticas. Embora o grau
de dificuldade não tenha aumentado em relação à prova do ano anterior, absolutamente nenhuma das
questões apresentou solução imediata, baseada em alguma propriedade ou dedução trivial. Até para os
candidatos mais bem preparados, o tempo destinado à resolução não deve ter sido suficiente para as
devidas análises e correspondentes respostas.

Mantendo a tradição da prova, a questão de número 24 solicita a demonstração de um teorema.
Prova discursiva de Matemática, sobretudo de uma Escola Militar, deve sempre conter questões
relacionadas às demonstrações. Isto desenvolve a análise dedutiva e discrimina os candidatos que têm
dos que não têm o rigor matemático esperado nessa situação.

Apesar de ter sido trabalhosa, acreditamos que os alunos do Curso Positivo obtiveram excelentes
desempenhos na prova, uma vez que todos os conteúdos foram estudados nas aulas regulares,
revisados com abrangência e aprofundados nos simulados.

A prova deve realmente selecionar os candidatos mais bem preparados. Parabéns à comissão
elaboradora.

Professores de Matemática do Curso Positivo.
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Comentário:

I. Verdadeira
x ∉(A ∩ B) → x ∈(A ∩ B)C → x ∈( AC ∪ BC) → x ∈ AC ou x ∈ BC → x ∉A ou x ∉ B

II. Verdadeira
Pela propriedade distributiva:
A∩(B∪C) = (A∩B) ∪ (A∩C)

III. Verdadeira
(A\B) ∪ (B\A) = (A – B) ∪ (B – A) = (A ∩ BC) ∪ (B ∩ AC) =

= [(A ∩ BC) ∪ B] ∩ [(A ∩ BC) ∪ AC] =
= [(A ∪ B) ∩ (BC ∪ B)] ∩ [(A ∪ AC) ∩ (BC ∪ AC)] =
= [(A ∪ B) ∩ U] ∩ [U ∩ (BC ∪ AC)] =
= (A ∪ B) ∩ (BC ∪ AC) =
= (A ∪ B) ∩ (A ∩ Β)C =
= (A ∪ B) – (A ∩ B) =
= (A ∪ B) \ (A ∩ B)

Resposta: e
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Comentário:

Sendo f(x) = ln(x – π), g(x) = –x 6x – 82 + e h(x) =
x –
5 – x

π
, temos:

• A ∪ B = D(f) = {x ∈ IR / x > π}

• A ∩ C = D(g) = {x ∈ IR) / 2 ≤ x ≤ 4}

• B ∩ C = D(h) = {x ∈ IR / π ≤ x < 5}

Se C ⊂ (A ∪ B) e C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C), então:

C = {x ∈IR / 2 ≤ x ≤ 4} ∪ {x ∈IR / π ≤ x < 5}

c = [2; 4] ∪ [π; 5[

c = [2; 5[

Resposta: c

PROVA COMENTADA PELOS
PROFESSORES DO CURSO POSITIVO

Vestibular ITA 2010 Matemática



Comentário:

Observe inicialmente que:
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= –[(1 – i)2]6 =

= –(–2i)6 = – 64i6 = – 64 . i2 =

= –64 . (–1) = 64

Considerando Z = a + bi, a, b ∈ IR e i2 = –1, temos:

z – z + z
2

= 64

(a +bi) – (a – bi) + a b2 2+





2
= 64

(a2 + b2) + 2bi = 64 + 0i

2b = 0 → b = 0

a2 + b2 = 64 → a2 = 64 → a = ±8

Logo:

z = ± 8 → z
1
z

+ > 8

Resposta: e
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Comentário:

Se Z = a + bi, a, b∈IR, i2 = –1, então:

iz + 3z + (z + z)2 – i = 0

i.(a + bi) + 3.(a – bi) + (a + bi + a – bi)2 – i = 0

ai + bi2 + 3a – 3bi + (2a)2 – i = 0

(4a2 + 3a – b) + (a – 3b – 1).i = 0 + 0i

Da igualdade entre números complexos, temos:

4a 3a – b 0

a – 3b – 1 0

2 + =
=





Na segunda equação, isolando a incógnita “a”, temos:

a = 3b + 1

Substituindo na primeira equação, temos:

4.(3b + 1)2 + 3.(3b + 1) – b = 0

36b2 + 32b + 7 = 0

• b1 = –
1
2

→ a1 = –
1
2

• b2 = –
7

18
→ a2 = –

3
18

Então, Z1 = –
1
2

–
1
2

i e Z2 = –
3

18
7

18
– i.

Ambas as soluções são do 3º quadrante. Além disso, temos:

tg(argZ1) = 1 → argZ1 =
5
4
π

tg(argZ2) =
7
3

> 1 = tg
5
4
π





→ argZ2 ∈
5
4

3
2

π π
,







Portanto, argZ1, argZ2 ∈
5
4

3
2

π π
,







Resposta: c
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Comentário:

• an
n 1

10

=
∑ = 10 + 25d

a a
2

1 10+





. 10 = 10 + 25d

a1 + (a1 + 9d) = 2 + 5d

2a1 + 4d = 2   (I)

• an
n 1

50

=
∑ = 4550

a a
2

1 50+





. 50 = 4550

a1 + (a1 + 49d) = 182

2a1 + 49d = 182   (II)

Fazendo (II) – (I), temos:

45d = 180

d = 4

Substituindo em (I), temos:

2a1 + 4.4 = 2

2a1 = – 14

a1 = – 7

Portanto, d – a1 = 11.

Resposta: d
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Comentário:

Hipóteses: f, g: IR → IR
f é par
g é ímpar

I. Verdadeira

Seja h(x) = f(x) . g(x), então:

h(–x) = f(–x) . g(–x) = f(x) . [–g(x)] = – f(x) . g(x) = – h(x)

Logo, h é ímpar.

II. Verdadeira

Seja d(x) = (fog)(x) = f(g(x)), então:

d(–x) = f(g(–x)) = f[–g(x)] = f(g(x)) = d(x)

Logo, d é par.

III. Falsa

Seja s(x) = (gof)(x) = g(f(x)), então:

s(–x) = g(f(–x)) = g(f(x)) = s(x)

Logo, s é par.

Resposta: d
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Comentário:

Fazendo ex = y, temos:

tg arc tg(e 2) – arc cotg
e
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= 1

y3 + 2y2 – 2y – 3 = 0

(y + 1) . (y2 + y – 3) = 0

(y + 1) . y –
–1 13

2
. y –
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
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y = –1 ou y =
–1 13

2
+

ou y =
–1 13

2
–

Observando que ex = y > 0, a única solução possível é a que satisfaz ex =
–1 13

2
+

.

Esta solução é positiva, pois
–1 13

2
+

> 1.

Resposta: b
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Comentário:

Se – i é raiz, então i também o é, pois a∈IR.

Logo:

p(i) = i5 – a.i3 + a.i2 –1 = 0

i + ai – a – 1 = 0

(–a –1) + (a + 1)i = 0

a =  – 1

Pelo dispositivo prático de Briot-Ruffini, temos:

Logo:

p(x) = (x – i) . (x + i) . (x3 – 1)

p(x) = (x – i) . (x + i) . (x – 1) . (x2 + x + 1)

p(x) = (x – i) . (x + i) . (x – 1) . x –
–1 3 i

2
. x –

–1– 3 i
2

+








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







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
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

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
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

I. Falsa

Apenas duas raízes imaginárias puras (i e – i).

II. Falsa

Todas as raízes são simples.

III. Verdadeira

A única raiz real é 1.

Resposta: c
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Comentário:

a 2b 5c 0 (I)

a 4b 2c 6 (II)

2a 2b 2c 5 (III)

+ + =
+ + =

+ + =







Fazendo (II) – (I)  e  (III) – 2.(I), temos:

2b 5c (IV)

–2b – 8c (V)

– =
=





6

5

Fazendo (IV + (V), temos:

–11c = 11

c = –1

Substituindo em (IV), obtemos b =
3
2

.

Substituindo b =
3
2

e c = – 1 em (I), obtemos a = 2.

Se a maior das raízes é simples e as demais são duplas, então:

p(x) = 4 . (x – 2) . (x + 1)2 . x –
3
2

2






p(1) = 4 . (1 – 2) . (1 + 1)2 . 1–
3
2

2






p(1) = – 4

Resposta: a
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Comentário:

Se a0 = –1 e an = 1 + ian – 1, n = 1, 2, ..., 15, então:
a1 = 1 + i . a0 = 1– i
a2 = 1 + i . a1 = 2 + i
a3 = 1 + ia2 = 2i
a4 = 1 + ia3 = –1
Observando que a4 = a0, temos:
an + 4 = an, n = 0, 1, 2, ..., 11
Logo:

p(x) = a15x15 + a14x14 + a13x13 + a12x12 + ... + a3x3 + a2x2 + a1x1 + a0

p(x) = a3x15 + a2x14 + a1x13 + a0x12 + ... + a3x3 + a2x2 + a1x1 + a0

p(x) = a3(x15 + x11 + x7 + x3) + a2(x14 + x10 + x6 + x2) + a1(x13 + x9 + x5 + x1) + a0.(x12 + x8 + x4 + x0)
p(x) = (2i).(x15 + x11 + x7 + x3) + (2 + i).(x14 + x10 + x6 + x2) + (1 – i).(x13 + x9 + x5 + x1) + (–1).(x12 + x8 + x4 + x0)

I. Falsa
p(–1) = (2i).(–4) + (2 + i).(4) + (1 – i).(–4) + (–1).(4)

p(–1) = 0 ∈ R
II. Verdadeira

p(x) = (2i). (x15 +x11+x7+x3) + (2+i) . (x14+x10+x6+x2) + (1–i) . (x13+x9+x5+x1) + (–1) . (x12+x8+x4+x0 )

p(x) [(2i)x (2 i)x (1– i)x – 1].(x x x x3 2 12 8 4 0= + + + + + + )

p(x) (2i)x (2 i)x (1– i)x – 1 . x x x x3 2 12 8 4 0= + + + + + +

[ ] ( )p(x) (2i)x (2 i)x (1– i)x –1 . x x x 13 2 12 8 4≤ + + + + + + +

( )p(x) x 2 1 . x 1 1 . x 1 . x x x 13 2 2 2 2 2 12 8 4≤ + + + + +



 + + +2.

Se x∈[–1, 1] então xn ≤ 1, para n∈IN
Logo:

p(x) ≤ (2.1 + 5 . 1 + 2 . 1 + 1).(1 + 1 + 1 + 1)

p(x) ≤ 4 . (3 + 2 + 5).

III. Verdadeira
Se an+4 = an, então para n = 4 temos a8 = a4.

Resposta: e
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Comentário:

Observe que:

a5 – b5 = (a – b) . (a4 + a3b + a2b2 + ab3 + b4)

a5 – b5 = (a – b) . (a4 + b4 + a2b2 + a3b + ab3)

a5 – b5 = (a – b) . (a4 + b4 + a2b2 + a2b2 – a2b2 + a3b + ab3)

a5 – b5 = (a – b) . [(a2 + b2)2 – a2b2 + ab.(a2 + b2)]

Para a = 2 3 5+ e b = 2 3 5– , temos:

a – b = 2 5

ab = ( ) – ( )2 3 52 2 = 7 → a2b2 = 49

a2 + b2 = ( ) ( – )2 3 5 2 3 52 2+ + = 34

Logo:

a5 – b5 = 2 5 . [(34)2 – 49 + 7 . 34]

a5 – b5 = 2690 5

Resposta : b

PROVA COMENTADA PELOS
PROFESSORES DO CURSO POSITIVO

Vestibular ITA 2010 Matemática



Comentário:

Seja X a variável que conta o número de refletores acesos. Nestas condições, a variável X tem uma
distribuição binomial de probabilidades dada por:

p(X = x) = C .
2
3

.
1
36

x
x 6–x













, x = 0, 1, 2, ..., 6

Logo, a probabilidade de que 4 ou 5 refletores estejam acesos é dada por:

p(X = 4 ou X = 5) = C .
2
3

.
1
36

4
4 6–4













+ C .
2
3

.
1
36

5
5 6–5













p(X = 4 ou X = 5) = 15.
16
81

.
1
9

+ 6
32
243

1
3

.

p(X = 4 ou X = 5) =
240
729

192
729

432
729

16
27

+ = =

Resposta: a
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Comentário:

detA = –1000

a a a

0 a a

0 0 a

1 2 3

4 5

6

= –1000

a1 . a4 . a6 = –1000

(a4 – 3d) . a4 . (a4 + 2d) =  –1000

(10 – 3d) . 10.(10 + 2d) = –1000

100 + 20d – 30d – 6d2 = –100

6d2 + 10d – 200 = 0

3d2 + 5d – 100 = 0

d = 5 ou d = –
20
3

(não convém, pois d > 0)

Logo:

a4 = a1 + 3d

10 = a1 + 3 . 5

a1 = – 5

Então:

a
d

–5
5

1 = = –1

Resposta: d
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Comentário:

Resposta: c
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• (x1, x2, x3, x4) P.G. (q = 3 e S4 = 80)

S4 =
a .(q – 1)

q – 1
1

4

80 =
x (3 – 1)

3 – 1
1

4

x1 = 2

∴ (2, 6, 18, 54)

• (y1, y2, y3, y4) P.G. (q = 4 e S4 = 255)

255 =
y . (4 – 1)

4 – 1
1

4

y1 = 3

∴ (3, 12, 48, 192)

Logo:

A =

2 6 18 54

3 12 48 192

0 0 0 1

1 0 0 0



















detA = 2 . 3 .

1 3 9 27

1 4 16 64

0 0 0 1

1 0 0 0

= 6 . (–1)4+1 .

3 9 27

4 16 64

0 0 1

=

= 6 . (–1)5 . 3 . 4 .

1 3 9

1 4 16

0 0 1

= 6 . (–1) . 3 . 4 . 1 = –72

∴ det(A–1) =
1

det(A)
–

1
72

=

Se (A–1)23 é o elemento da 2ª linha e 3ª coluna da matriz A–1,
então:

(A–1)23 =
cofator de a

det(A)

(–1) .

2 18 54

3 48 192

1 0 0

–72
(–1)32

3 2 5

= =
+ .864

–72
= 12



Comentário:

Observe inicialmente que:

sen a . sen b =
1
2
[ ]cos(a – b) – cos(a b)+

Logo:

sen
2

3
. sen

3

1
2

cos
2

3
–

3n
n 1

6

n n n

α α α α











= 



=

∑  +















=
∑ – cos

2

3 3n n
n 1

6 α α

=
1
2

. cos
3

– cos
3

3n n
n 1

6 α α





















=
∑

=
1
2

. cos
3

– cos
3n n–1

n 1

6 α α





















=
∑

=
1
2

. cos
36

α α



















– cos

–31 1

=
1
2

. cos
729
α

α













– cos( )

Resposta: a

PROVA COMENTADA PELOS
PROFESSORES DO CURSO POSITIVO

Vestibular ITA 2010 Matemática



Comentário:

senα + senβ = 2sen
α β α β+

2
. cos

–
2













senα + senβ = 2 . sen

4
3
2

π















. cos
α

π
α– –

4
3
2

























senα + senβ = 2 sen
2
3
π





. cos α
π

–
2
3







senα + senβ = 2 .
3
2

. cos α
π

–
2
3







senα + senβ = 3 . cos α
π

–
2
3







O valor máximo de senα + senβ é obtido quando:

cos α
π

–
2
3







= 1

α –
2
3
π

= 0, pois 0 ≤ α ≤ β

α =
2
3
π

Resposta: b
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Comentário:

Observe a ilustração:

• Informações sobre as circunferências:

C1: (x – 4)2 + (y – 3)2 = 4

Centro: (4, 3)

Raio: 2

C2: (x – 10)2 + (y – 11)2 = 9

Centro: (10, 11)

Raio: 3

• Distância entre os centros:

O1O2 = ( – ) ( – )10 4 11 3 1002 2+ = = 10

• Distância entre os pontos de tangência T1 e T2:

No triângulo O1O2T2’, temos:

(O1O2)2 = (O2T2’)2 + (O1T2’)2

102 = 52 + r2

100 = 25 + r2

r2 = 75

r = 5 3

Resposta: a
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T1

O (4, 3)1

T2

r T2

O (10, 11)2
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• MP =
1
3

MB =
1
3

AB 3
2









 =









 =

1
3

3 3
2

3
2

cm

• VP =
AB 6

3
3 6

3
= = 6 cm

• VQ = VP – PQ = 6
6
3

2 6
3

– = cm

• ∆VMP ≈ ∆VTQ

VP
VQ

MP
TQ

=

6

2 6
3

3
2

TQ
=

TQ =
3

3
cm

O volume do cilindro é dado por:

V = π.(TQ)2.(PQ)

V = π.
3

3
6
3

2








 .

V =
π 6

9
cm3

Resposta: d
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I. Falsa

O ponto A encontra-se na mediatriz do segmento BC.

Sendo M o ponto médio do segmento BC, temos:

xM =
2 5

2
7
2

+
= e  yM =

1 5
2
+

= 3

O coeficiente angular da reta suporte de BC é dado por:

mBC =
5 1
5 2

4
3

–
–

=

A equação da mediatriz é dada por:

y – 3 = –
3
4

x –
7
2







→ y = –
3
4

x +
45
8

Logo, A não se encontra sobre a reta y = –
3
4

x +
11
2

.

II. Verdadeira

BC = ( – ) ( – )2 5 1 52 2+ = 5

Se BC = 5, o ponto A pertence à circunferência de centro

B = (2, 1) e raio 5. A equação é dada por:

(x – 2)2 + (y – 1)2 = 52 = 25.

III. Verdadeira

O ponto A pertence à circunferência de centro C = (5, 5) e raio 5 dada por (x – 5)2 + (y – 5)2 = 25.

Observando que AM =
BC 3

2
5 3

2
= , o ponto A também pertence à circunferência de centro M =

7
2

3,






e

raio
5 3

2
dada por x –

7
2

2






+ (y – 3)2 =
5 3

2
75
4

2








 =

Resposta: e
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Se as arestas medem 1 cm, então DN =
1
2

cm. Se DM é altura do triângulo ABD, então DM =
3
2

cm

• Cálculo de MN:

(DM)2 = (MN)2 + (DN)2

3
2

2








 = (MN)2 +

1
2

2






3
4

= (MN)2 +
1
4

MN =
2

2
cm

• Cálculo da área do triângulo MND:

SMND =
1
2

. (MN) . (DN)

SMND =
1
2

.
2

2
1
2

.

SMND =
2

8
cm2

Resposta: b
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• (n(C), n(A), n(B)) P.G. de razão r > 0

∴ n(A) = r . n(C) e n(B) = r2 . n(C)

• n(B – C) = 3n(B ∩ C)

n(B – C) = 3 . n(C)

• n(B – C) = 6 . n(A ∩ B)

3n(C) = 6n(A ∩ B)

n(A ∩ B) =
n(C)

2

• n(B) = n(C) + n(B – C)

r2 . n(C) = n(C) + 3n(C)

r2 . n(C) = 4n(C)

n(C) ≠ 0 → r2 = 4 → r = 2 (r > 0)

a) n(A ∪ B) = 22

n(A) – n(A ∩ B) + n(B) = 22

r . n(C) –
n(C)

2
+ r2 . n(C) = 22

2 . n(C) –
n(C)

2
+ 4 . n(C) = 22

11
2

n(C) = 22 → n(C) = 4

b) n(B – C) = 3n(C) = 3 . 4 = 12

n(P(B – C)) = 212 = 4096
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• (a1, a6, ..., a5n+1, ...) P.G. de razão r5

S =
a

1– r
1

5

8 =
a

1– r
1

5
→ a1 = 8.(1 – r5)

• (a5, a10, ..., a5n, ...) P.G. de razão r5

S =
a

1– r
5

5

2 =
a

1– r
5

5

a5 = 2 . (1 – r5)

a1 . r4 = 2 . (1 – r5)

8.(1 – r5) . r4 = 2.(1 – r5)

(1 – r5) . (8r4 – 2) = 0

• 1 – r5 ≠ 0, pois –1 < r < 0

• 8r4 – 2 = 0

r4 =
1
4

r = –
1

2

• (a1, a2, ..., an, ...) P.G. de razão r

S =
a

1– r
1

S =
8.(1– r )

1– r

5

S =
8.(1– r).(1 r r r r )

(1– r)

2 3 4+ + + +

S = 8 . 1
1

2

1
2

1

2 2

1
4

– –+ +








S = 14 – 6 2

S = 2 . (7 – 3 2)
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f: IR → IR, f(x) =
3 – 3

2

x – x

Se a > b, então:

3a > 3b

3a – 3– a > 3b > 3– b, pois 3– a < 3– b

3 – 3
2

a – a
>

3 – 3
2

b – b

f(a) > f(b) → f é estritamente crescente

Toda função estritamente crescente é injetora.

y =
3 – 3

2

x – x

2y = 3x –
1

3x

32x – 2y.3x – 1 = 0

3x =
2y 4y 4

2

2± +

3x = y ± y 12 +

3x = y + y 12 + , pois 3x > 0

log3 3x= log3(y + y 12 + )

x = log3(y + y 12 + )

Para todo y ∈ IR, existe um y ∈ IR, tal que x = log3(y + y 12 + ).

Logo, f é sobrejetora e, consequentemente, bijetora.

Se a função é bijetora, admite inversa.

Da relação anterior, podemos escrever:

x = log3(y + y 12 + )

f –1(x) = log3(x + x 12 + )
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Hipóteses:

f: IR → IR

f é bijetora

f é ímpar

Tese:

f –1: IR → IR é ímpar

Demonstração:

Se f é bijetora, então existe um único b real, para todo a real, tal que:

f(a) = b

Então:

f –1(f(a)) = f –1(b)

a = f –1(b)

Temos também que:

f –1(– b) = f –1(– f(a)) = f –1( f(– a)) = – a = – f –1(b)

Tendo em vista que para todo x real temos

f–1(– x) = – f –1(x)

fica comprovado que f – 1 é ímpar.
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